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Egzamin, część zadaniowa, 5 czerwca 2012

Uwaga: Rozwiązanie każdego zadania proszę napisać na oddzielnej kartce. Proszę pod-
pisać każdą z oddawanych kartek, umieszczając na nich:

Imię i nazwisko, nr albumu, nr grupy i potoku, nazwisko prowadzącego ćwiczenia

Czas: 150 minut

Zadanie 1 (12 punktów). Funkcja f : R2 → R jest klasy C2. Jej pochodne cząstkowe
drugiego rzędu spełniają warunek∣∣∣∣ ∂2f

∂xj ∂xk
(x )

∣∣∣∣ ≤ 1 dla wszystkich x ∈ R2, j, k ∈ {1, 2}.

Wykazać, że ∣∣∣∣πf(0, 0)−
∫∫

B(0,1)

f dλ2

∣∣∣∣ < 3

2
.

Zadanie 2 (12 punktów). Niech fn : R3 → R,

fn(x ) := χ
B(0,1)\B(0,1/n)

(x ) · n ln
(1 + n‖x‖α

n‖x‖α
)
.

Dla jakich α > 0 ciąg fn jest zbieżny w przestrzeni L1(B(0, 1)) (z miarą Lebesgue’a)?

Zadanie 3 (12 punktów). Na elipsoidzie E = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + 4z2 = 4} rozwa-
żamy zbiór S = E ∩ {(x, y, z) : y > x, y > 0 i z > 0}. Obliczyć całkę względem miary
powierzchniowej σ2 : ∫∫

S

xyz dσ2 .

Zadanie 4 (12 punktów). Niech ω = (−2y + x2y + x2) dx + (2x − xy2 + y2) dy. Znaleźć
taki obszar ograniczony Ω ⊂ R2 o brzegu kawałkami gładkim, żeby całka∫

∂Ω

ω

była możliwie największa. (Brzeg obszaru ma naturalną orientację).

Zadanie 5 (12 punktów). Niech φ ∈ Ω2(R3) we współrzędnych (x, y, z) będzie dana
wzorem

φ = (x− y2 + z3)(dy ∧ dz + dx ∧ dz + dx ∧ dy).

Obliczyć całkę z formy φ po brzegu kostki Ca = {(x, y, z) | 0 ≤ x, y, z ≤ a}; strona
zewnętrzna brzegu jest “dodatnia”.



Egzamin z Analizy Matematycznej II.2, 23 czerwca 2016r.

Czas trwania: 150 minut. Rozwi ↪azania różnych zadań prosimy pisać na osobnych kartkach,
podpisanych imieniem, nazwiskiem i numerem indeksu.

1. Niech A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2x, y ≥ 0}. Obliczyć

∫
A

y√
x2 + y2

dλ2.

2. Obliczyć ca lk ↪e z formy różniczkowej

ω =
x2y4(5x dy − 3y dx)

x6 + y10

wzd luż  luku elipsy {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + 4y2 = 4} o pocz ↪atku (1, 1) i końcu (1,−1), prze-
chodz ↪acego przez punkt (−1, 0).

Wskazówka: Zadanie można rozwi ↪azać na kilka sposobów. Można np. skorzystać z
równości x2y4(5x dy − 3y dx) = x3 · 5y4dy − y5 · 3x2dx = x3d(y5)− y5d(x3).

3. Dana jest rozmaitość M = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 < z =
√
x2 + y2 < 2}, zoriento-

wana nast ↪epuj ↪aco: w każdym punkcie wektor normalny, wyznaczaj ↪acy stron ↪e dodatni ↪a, ma
sk ladow ↪a z-ow ↪a ujemn ↪a. Obliczyć ca lk ↪e po M z formy ω = xdy∧dz−(y+2z)dz∧dx+dx∧dy.

4. Niech P b ↪edzie fragmentem paraboloidy {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 4z}, z lożonym z pun-
któw, których odleg lość od prostej {(x, y, z) ∈ R3 : x = 2, y = 0} jest mniejsza od 1. Para-
boloida jest zorientowana nast ↪epuj ↪aco: w każdym punkcie wektor normalny, wyznaczaj ↪acy
stron ↪e dodatni ↪a, ma sk ladow ↪a z-ow ↪a dodatni ↪a. Dla zadanego pola wektorowego

−→
F (x, y, z) =

[
−y
z
,
x

z
,

y

x− z

]
obliczyć przep lyw (strumień) pola

−−→
rotF przez P ze strony ujemnej na dodatni ↪a.

Uwaga: Przep lyw pola wektorowego G = [g1, g2, g3] przez fragment 2-rozmaitości zorien-
towanej wyraża ca lka (po tym fragmencie) z 2-formy g1dy ∧ dz + g2dz ∧ dx+ g3dx ∧ dy.

5. Niech

ω = |x|−n
{
x1dx2 ∧ . . . ∧ dxn − x2dx1 ∧ dx3 ∧ . . . ∧ dxn
+ x3dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 ∧ . . . ∧ dxn + . . .+ (−1)n−1xndx1 ∧ . . . ∧ dxn−1

}
b ↪edzie (n− 1)−form ↪a w Rn \ {0}, gdzie |x| =

√
x21 + . . .+ x2n.

(a) Czy ω jest zamkni ↪eta?
(b) Pokazać, że ∫

M

ω 6= 0,

gdzie M jest brzegiem kostki K = [−1, 1]n, zorientowanym w dowolny sposób. Wywnio-
skować st ↪ad, że ω nie jest dok ladna.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej II.2,
5 września 2016r.

Czas trwania: 150 minut. Rozwi ↪azania różnych zadań prosimy pisać na osobnych
kartkach, podpisanych imieniem, nazwiskiem i numerem indeksu.

1. Obliczyć miar ↪e powierzchniow ↪a zbioru A = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 = x2 + y2 ≤ x}.

2. Niech A = {(x, y) ∈ R2
+ : 1 ≤ xy ≤ 4, 1 ≤ y/x ≤ 4}. Obliczyć granic ↪e

lim
n→∞

∫
A

ln(n+ y3)− lnn

sin(x/n)
dλ2.

3. Na elipsoidzie E = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + 4z2 = 4} rozważamy zbiór
A = {(x, y, z) ∈ E : y > x, y > 0, z > 0}. Obliczyć

∫
A
xyzdσ2.

4. Za lóżmy, że zbiór D = {(x, y) ∈ R2 : x2 − 1 ≤ y ≤ 1} ma dodatnio zoriento-
wany brzeg (w każdym punkcie (x, y) ∈ ∂D wektor normalny, wyznaczaj ↪acy stron ↪e
dodatni ↪a, wskazuje ,,na zewn ↪atrz” zbioru D). Obliczyć∫

∂D

xdx+ (y + 1)dy

x2 + y2
.

5. Rozważmy zbiór P = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, |z| ≤ 1}, zorientowany ,,na
zewn ↪atrz”: w każdym punkcie (x, y, z) ∈ P wektor normalny, wyznaczaj ↪acy stron ↪e

dodatni ↪a, wynosi [x, y, 0]. Dla zadanego pola wektorowego
−→
F (x, y, z) = [x2yz, z, 1],

obliczyć przep lyw (strumień) pola
−−→
rotF przez P ze strony ujemnej na dodatni ↪a.

Uwaga: Przep lyw pola wektorowegoG = [g1, g2, g3] przez fragment 2-rozmaitości
zorientowanej wyraża ca lka (po tym fragmencie) z 2-formy g1dy ∧ dz+ g2dz ∧ dx+
g3dx ∧ dy.


