Analiza matematyczna I1.2, MIM UW, 2011/12

Egzamin, cze¢sS¢ zadaniowa, 5 czerwca 2012

Uwaga: Rozwiazanie kazdego zadania prosze napisa¢ na oddzielnej kartce. Prosze pod-
pisa¢ kazda, z oddawanych kartek, umieszczajac na nich:

Imie i nazwisko, nr albumu, nr grupy i potoku, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia

Czas: 150 minut

Zadanie 1 (12 punktéw). Funkcja f: R? — R jest klasy C?. Jej pochodne czastkowe
drugiego rzedu spelniaja, warunek
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o gxk(x>‘ <1 dlawszystkich x € R?, j k € {1,2}.
Wykazacé, ze
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Zadanie 2 (12 punktéw). Niech f, : R® — R,
- 1+ n|| x|

Dla jakich o > 0 ciag f,, jest zbiezny w przestrzeni L'(B(0, 1)) (z miara Lebesgue’a)?

Zadanie 3 (12 punktéw). Na elipsoidzie F = {(z,y,2) € R®: 2% + y? + 42? = 4} rozwa-
zamy zbior S = EN{(z,y,2): y >z, y >0 i z > 0}. Obliczy¢ calke wzgledem miary

powierzchniowej o :
/ / xyzdos .
s

Zadanie 4 (12 punktéw). Niech w = (—2y + 2%y + 2?) dx + (22 — 2y + 3?) dy. Znalez¢
taki obszar ograniczony ) C R? o brzegu kawatkami gladkim, zeby calka

|
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byla mozliwie najwieksza. (Brzeg obszaru ma naturalna, orientacje).

Zadanie 5 (12 punktéw). Niech ¢ € Q?(R3) we wspotrzednych (z,y,z) bedzie dana
wzorem
¢= (v —1y*+2*)(dy Ndz + dx A dz + dx A dy).

Obliczy¢ calke z formy ¢ po brzegu kostki C, = {(z,y,2)|0 < z,y,z < a}; strona
zewnetrzna brzegu jest “dodatnia”.



Egzamin z Analizy Matematycznej I1.2, 23 czerwca 2016r.

Czas trwania: 150 minut. Rozwigzania réznych zadar prosimy pisacé na osobnych kartkach,
podpisanych imieniem, nazwiskiem i numerem indeksu.

1. Niech A = {(x,y) € R? : 22 + 4% < 22, y > 0}. Obliczy¢ / ————dXs.
AT+ y?
2. Obliczy¢ calke z formy rézniczkowe;j
22y* (5x dy — 3y dx)
26 + y10
wzdhuz tuku elipsy {(z,y) € R?: (z — 1)? + 4y? = 4} o poczatku (1,1) i koticu (1, —1), prze-
chodzacego przez punkt (—1,0).

Wskazowka: Zadanie mozna rozwiaza¢ na kilka sposobéw. Mozna np. skorzystaé z
réwnosci 22y (5x dy — 3y dx) = 23 - 5y*dy — y° - 3x2dx = 23d(y°) — y>d(2?).

3. Dana jest rozmaitos¢ M = {(z,y,2) € R3 : 1 < 2 = /22 +y? < 2}, zoriento-
wana nastepujaco: w kazdym punkcie wektor normalny, wyznaczajacy strone dodatnia, ma
sktadowa z-owa ujemna. Obliczyé catke po M z formy w = xdyAdz—(y+2z)dzAdz+dxAdy.

4. Niech P bedzie fragmentem paraboloidy {(z,y, z) € R3: 22 + y? = 4z}, zlozonym z pun-
ktéw, ktérych odleglo$é od prostej {(z,y,2) € R3: 2 =2, y =0} jest mniejsza od 1. Para-
boloida jest zorientowana nastepujaco: w kazdym punkcie wektor normalny, wyznaczajacy
strone dodatnia, ma sktadowa z-owa dodatnia. Dla zadanego pola wektorowego

o= 2.2, 1]
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obliczy¢ przepltyw (strumien) pola rot? przez P ze strony ujemnej na dodatnia.
Uwaga: Przeptyw pola wektorowego G = [g1, g2, 93] przez fragment 2-rozmaitosci zorien-

towanej wyraza calka (po tym fragmencie) z 2-formy gi1dy A dz + godz A dx + gsdz A dy.
5. Niech
w= |x|_"{x1d:ﬂ2 A...Ndxy, — xodxy Ndxg A ... \Ndx,
+x3dey Adrg Adag A ... ANdxy, + . (D" Lepdey AL A da:n_l}

bedzie (n — 1)—forma w R™ \ {0}, gdzie |z| = /23 + ... + x2.
(a) Czy w jest zamknieta?
/ w # 0,
M

(b) Pokazaé, ze
gdzie M jest brzegiem kostki K = [—1,1]", zorientowanym w dowolny sposéb. Wywnio-
skowaé stad, ze w nie jest dokladna.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 11.2,
5 wrzesnia 2016r.

Czas trwania: 150 minut. Rozwiqzania réznych zadan prosimy pisaé na osobnych
kartkach, podpisanych imieniem, nazwiskiem i numerem indeksu.

1. Obliczy¢ miare powierzchniowa zbioru A = {(z,y, z) € R3 : 22 = 22 + 9% < 2}.
2. Niech A = {(z,y) e R : 1 <ay <4,1<y/z <4}, Obliczyé granice

3)
lim / ln(n—.&—y) lnnd/\z.
n—oo [ 4 sin(z/n)

3. Na elipsoidzie E = {(z,y,2) € R3: 2?2 4+ ¢y? + 422 = 4} rozwazamy zbiér
A={(z,y,2) € E: y>=xz, y>0, z>0}. Obliczy¢ [, zyzdos.

4. Zalézmy, ze zbiér D = {(x,y) € R? : 22 — 1 < y < 1} ma dodatnio zoriento-
wany brzeg (w kazdym punkcie (z,y) € 9D wektor normalny, wyznaczajacy strone
dodatnia, wskazuje ,,na zewnatrz” zbioru D). Obliczy¢

/ xdzr + (y + 1)dy
oD a? +y? '

5. Rozwazmy zbiér P = {(x,y,2) € R®: 22 +y? =1, |z| < 1}, zorientowany ,,na
zewnatrz”: w kazdym punkcie (z,y, z) € P wektor normalny, wyznaczajacy strone
dodatnia, wynosi [z,y, 0]. Dla zadanego pola wektorowego F (z,v,z) = [z°yz, 2, 1],
obliczy¢ przeptyw (strumien) pola rotF przez P ze strony ujemnej na dodatnia.

Uwaga: Przeplyw pola wektorowego G = [g1, g2, g3] przez fragment 2-rozmaitosci
zorientowanej wyraza catka (po tym fragmencie) z 2-formy g1dy A dz + godz A dx +
gsdx A dy.



